3. Приближённые и численные методы решения задач управления
3.1 Приближённое решение задачи управления портфелем с учетом 

       потребления 

Рассмотрим задачу (2.21) из раздела 2
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Для того, чтобы приближенно решить задачу (3.1), сначала построим матрицу ограничений для этой задачи.  Она будет содержать  элементы 
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 и 
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. Её обозначим 
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. Матрица ограничений  
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 имеет 
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 столбцов. Разобьем её на два блока.  Первый блок (верхний), состоящий из 
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 строк и 
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столбцов, т.е. блок с размерность 
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, имеет нижний треугольный вид, а второй блок (нижний) имеет диагональный вид. Теперь, в первом блоке матрицу, состоящую из 
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 строк и 
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, т.е. матрица  
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 имеет размеры 
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 (элементы не пересекаются).   Во втором блоке через 
[image: image16.wmf],  1,2,..,

k

DkT

=

, обозначим матрицу, которая  является строчной матрицей (вектором) длины 
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 (также элементы не пересекаются). Элементами матрицы 
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 являются  строки длины 
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 нижнего (диагонального) блока.   
Пусть, по определению, 
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 и строка цен задана в виде 
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. Специальная (блочная) структура матрицы ограничений позволяет осуществить разделение переменных в исходной задаче. 
Метод разделения переменных. Теперь осталось лишь задать естественное разделение компонентов вектора переменных 
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.  Тогда исходная задача запишется в виде 
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Лагранжево ослабление соединённых ограничений. Заметим, что сложность задачи (3.2) связана с соединёнными ограничениями 
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. Это – ограничения ликвидности, они привязаны ко всем периодам планирования, поэтому и оказались в ранге соединённых. Теперь осуществим второй шаг – «избавимся» от этих ограничений. Для этого используем теорию двойственности по Лагранжу. Основные задачи оптимизаций и теории управления рассматриваются в работах  [18], [19], [20], [21], [22], [23], [24], [25], [26], [27], [35], [36].
Введём многогранники 
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. Тогда задача (3.2) запишется в виде 
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Функция Лагранжа задачи (3.3) запишется в виде 
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где 
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 – строка множителей Лагранжа длины 
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Дуальная функция имеет вид 
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Итак, вычисление дуальной функции  (3.5)  в точке 
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 сводится к решению 
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 независимых задач 
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Двойственная задача. Определим, двойственную к исходной, задачу 
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представляющую собой задачу безусловной оптимизации в 
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. Известно, что теория двойственности позволяет установить следующие свойства функции 
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 – вогнута и недифференцируема в своём оптимуме; 

2)  если  
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3.2    Приближённое решение двойственной задачи методом   

                субградиента
     Можно решить исходную задачу (3.1), решая двойственную задачу (
[image: image56.wmf]D

), (3.7) т.к. последняя намного «легче», хотя тоже 
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-полная. Однако, в силу недифференцируемости дуальной функции в оптимуме, возникает так называемый скачок двойственности  
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Тем не менее, для нас очень полезно приближённое значение оптимума 
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, т.к. в силу свойства 2) дуальная функция является минорантой или функцией оценки оптимального значения критерия 
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. Именно это свойство позволит построить эффективный приближённый алгоритм решения задачи (3.1) похожий на метод «ветвей и границ». 


Не везде дифференцируемая функция 
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 по свойству 1) является вогнутой. В этой ситуации разумно применить метод субградиента для отыскания её максимума, который специально приспособлен под такие задачи. 

Алгоритм. 
Шаг 0.  Выйдем из точки 
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Шаг 
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Шаг 
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 – субградиент дуальной функции в точке 
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На вопросы о том, насколько хорошее приближение оптимума получается из решения двойственной задачи, т.е. сколь велик скачок двойственности и какова скорость сходимости метода субградиента при определённом способе выбора шага 
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), можно ответить только с помощью исследований результатов численных экспериментов над практическими задачами. 
3.3 Численное решение задачи о средних значениях в классической 

        модели риска 

Известно, что классический процесс риска впервые изучался в работе Лундберга [37]. Уравнением этого процесса описывается динамический портфель страховой компании, банка, других финансовых организаций, являющихся перераспределителями финансовых потоков в окружении рискованной среды. 
Рассмотрим работу страховой компании.  Пусть страховые премии поступают равномерным потоком (от требования равномерности потока можно избавиться введением операционного времени) с интенсивностью 
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 наступают страховые события, наносящие ущерб случайного размера 
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 соответственно. Тогда размер капитала компании в момент времени 
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где 
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количество страховых событий, наступивших в интервале времени 
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 случайны, случайными оказываются и промежутки времени между последовательными страховыми событиями 
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Определение 3.1  Случайный процесс вида (3.8) называется классическим процессом риска, если случайные величины 
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 являются независимыми, одинаково распределёнными и имеют показательное распределение с параметром 
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случайные величины 
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также являются независимыми и одинаково распределёнными и имеют функцию распределения 
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При этом, как известно [37], [39], количество страховых событий 
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а накопленный размер страховых убытков  
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 является случайной величиной с так называемым составным распределением Пуассона, функция распределения которого имеет вид 
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где 
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 означает 
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 кратную свертку функции распределения 
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 с собой, т.е. функцию распределения суммы 
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 независимых одинаково распределённых случайных величин с функцией распределения 
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. [39].
Если случайный процесс 
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 обозначим 
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Отсюда видно, что классический процесс риска вполне определяется значениями четырёх параметров 
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Произвольный классический процесс риска с фиксированными значениями параметров, удовлетворяющих условиям (3.13) обозначим 
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а совокупность всех классических процессов риска с такими параметрами обозначим                                                   
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Разорение процесса. Под разорением процесса (3.8) понимается достижение уровня 
[image: image113.wmf]0

, то есть событие 
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при этом моментом разорения называется случайная величина 
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Эта случайная величина зависит от параметров процесса (3.8) и может оказаться несобственной, с положительной вероятностью принимая значение 
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; такая ситуация соответствует траекториям, которые не разоряются на всей временной полуоси 
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Вероятностью разорения процесса (3.8) называется величина  
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, т.е. вероятностная мера множества тех траекторий, которые разоряются за конечное время. Эта величина также является функцией параметров процесса, её обозначим 
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В некоторых случаях определяют вероятность выживания процесса 
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Теперь исследуем свойства монотонности вероятности разорения, как функции параметров процесса. 

1)  
[image: image121.wmf]R

 является невозрастающей функцией 
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;
2)  
[image: image123.wmf]R

 является невозрастающей функцией 
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;

3)  
[image: image125.wmf]R

 является неубывающей функцией 
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;

4)  
[image: image127.wmf]R

 является невозрастающей функцией 
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, если порядок на множестве функций распределения задан отношением 
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Проверка перечисленных выше свойств производится путём сравнения событий разорения (3.19) при соответствующих значениях параметров. 

Уравнение для вероятности разорения.  Используя формулу полной вероятности, нетрудно вывести интегральное уравнение для вероятности разорения процесса (3.8). Мы здесь приведём, для простоты записи, интегральное уравнение  вероятности выживания процесса риска  
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Из формулы (3.22) можно получить и интегральное уравнение вероятности разорения процесса риска. 
Теперь рассмотрим одну задачу в классической модели риска.  

В классической модели риска с пуассоновским потоком ущербов интенсивности 
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, поступающих в страховую компанию, со скоростью накопления платёжей 
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 и распределением ущербов 
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 вероятность разорения компании 
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 удовлетворяет неоднородному интегральному уравнению Вольтерра второго рода 
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где 
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Известно, что функция 
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 функцией. Причем, если функция 
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 и принципа сжимающих отображений, [40], уравнение (3.23) имеет единственное решение в классе 
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функций, непрерывных на полуоси 
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Действительно, на 
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 определим линейный интегральный оператор 
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 равенством  
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Так как норма оператора 
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 в пространстве 
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меньше единицы, то к уравнению (3.24) применим метод сжимающих отображений, и значит, у него в классе 
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существует единственное решение. 

Проблема численного решения этой задачи состоит в том, что в силу субэкспоненциальности паретовского распределения 
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 и из асимптотической формулы Эмбрехтса и Веравербеке, [42], следует, что асимптотическая ошибка аппроксимации решения уравнения (3.24) достигает удовлетворительной точности (
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. В результате возникает задача вычисления решения при средних значениях аргумента, т.е. при 
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Далее, численным методом, указанным в работе [48], но для других функций 
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 был поставлен вычислительный эксперимент. В качестве  функции 
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 рассматривался обобщённое распределение Парето.  
Плотность обобщенного распределения  Парето имеет вид  
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Здесь 
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 –  параметр непрерывности формы, 
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  – непрерывный масштабный коэффициент, 
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  –  непрерывный параметр местоположения. 
В качестве свободного члена 
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 взята также обобщённое распределение Парето, но с другими параметрами, т.е.   
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Полученные численные результаты решения уравнения (3.24) для больших значений 
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, т.е. для  
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, вполне удовлетворительны. Потребовалось лишь 24 минуты на PC Pentium 4. Для  средних значений, 
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, полученные численные результаты также удовлетворительны.  
Лишь отметим, что последний метод численного решения  основан на рекуррентном выборе шага в алгоритме  Дюфреше – Гербера.             
3.4  Вероятностно-статистическая модель временных финансовых данных и её дискретизация

Статистика "тиков". Обозначим через  
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    Рис. 3  График функции  
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 происходит ее изменение, или, как говорят, произошел тик (tick), означающий, что какой-то банк объявил в момент  
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Нас будут интересовать два вопроса: какова статистика длин междутиковых интервалов  
[image: image185.wmf]1

()

kk

tt

+

-

; какова статистика изменений в значениях цен:  
[image: image186.wmf]1

(,)(,)

kk

SaSa

tt

+

-

  или   
[image: image187.wmf]1

(,)/(,)

kk

SaSa

tt

+

.

Главной задачей статистического анализа является извлечение вышеуказанных статистик, которые описывают эволюции обменных курсов и других финансовых индексов. 

Конечная цель такого статистического анализа – строение вероятностно-статистических моделей процесса – цен продажи  
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 Все это в конечном счете важно и для понимания эволюции финансовых индексов и механизмов ценообразования, и для конструкции прогноза будущего движения цен. 

Эволюция финансовых индексов с дискретным вмешательством случая. Стохастические процессы. Разница в ценах  
[image: image190.wmf](,)(,)

SatSbt

-

 называется спрэдом. Известно, что спрэд положительно коррелирован с волатильностью (обычное стандартное отклонение) цен. Отсюда, возрастание волатильности, увеличивающий риск, в связи с меньшей точностью прогноза в движении цен, приводит торговцев к увеличению спрэда как средства компенсации за большой риск. 

Представим цены  
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и положим
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Тогда   
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(3.28) называется логарифмом геометрического среднего и                          
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Именно с ценами  
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  оперируют при анализе эволюции обменных курсов, сводя две реально существующие цены  
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 естественным образом описывается случайными процессами с дискретным вмешательством случая:
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где 
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последовательные моменты поступлений тиков, т.е. моменты изменений в ценах, а  
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Обозначим через  
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  полностью определяется совместным распределением вероятностей  
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Процесс  
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Рассмотрим некоторое фильтрованное вероятностное пространство  (стохастический базис) 
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Точно также 
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Итак,  
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 являются случайными величинами определенными на некотором вероятностном пространстве.

Об эмпирическом распределении  статистики  тиков.  Для  
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где  
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Здесь использован метод наименьших квадратов для оценки параметров  
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Распределение типа  (3.38)  хорошо аппроксимируется распределением Парето с плотностью  (
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В данном случае соотношение (3.38) на интервале  [23 sek., 3 min.) "аппроксимируется" распределением Парето с показателем  
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Простейшим условным распределением для  
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для которого случайные параметры  
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 (3.41) – (3.43) полностью определяют условие распределения  
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Заметим, что 
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Отметим, что авторегрессионная модель первого порядка  (3.43)  допускает обобщение на модели более высокого порядка. 

Дискретизация статистических данных.  Рассмотрим статистику в поведении изменений в ценах, т.е. статистику последовательности  
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. Часто сталкиваются с статистическими данными, поступающими нерегулярно, в случайные неравноотстоящие моменты  
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 с разными интервалами  
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 Эта нерегулярность вносит определенные трудности для применения имеющихся методов статистического анализа данных. Поэтому статистические данные сначала подвергаются некоторой предварительной обработке, например, дискретизации. Для этого зафиксируем некоторый "разумный"  интервал времени  
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. Этот интервал не должен быть слишком  "малым". В этот интервал попадал значительное число тиков или  
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 было значительно больше среднего времени между двумя тиками. Например, в случае обменных курсов основных валют рекомендуется брать  
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, что позволяет также избежать неопределенности, возникающей в связи с тем, что при меньших значениях  
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  размер спрэда и диапазон изменений в ценах покупки и продажи становятся сопоставимыми. 

1. Простейший метод дискретизации состоит в том, что после выбора 
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 вместо кусочно-постоянного процесса  
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  с непрерывным временем  
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  рассматривается новая последовательность  
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  с дискретным временем  
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2.  Другой метод дискретизации состоит в том, что сначала кусочно-постоянный процесс 
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заменяется на его непрерывную модификацию  
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, получаемую линейной интерполяцией между значениями  
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Затем приводится дискретизация этой модификации  
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 так, как это описано выше в простейшем методе, т.е. образуется последовательность  
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  в точках  
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 с параметром  
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 определяющим тот временной интервал, который интересует инвестора, трейдера и т.д.
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Рис. 4  График линейной интерполяции. 
Кусочно-постоянный процесс 
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 и его непрерывная модификация  
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Квантование. Статистические данные могут квантоваться (округляться) также и по фазовой переменной.

Выбирается некоторое  
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 и вместо исходного процесса  
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  вводится новый процесс  
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 Например, если  
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; следовательно данное определение соответствует процедуре округления с ошибкой округления  
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Если производится сначала  
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квантование, а затем  
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дискретизация, то из  
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 получаем новую последовательность  
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 Поскольку  
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  при  
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 то возникает вопрос о том, как согласованно выбирать  
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  и  
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  для того, чтобы значения  
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 содержали «почти ту же информацию, что и  
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». Для этого, сначала надо выяснить, при каких условиях на скорости сходимости  
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  имеет место и сходимость соответствующих конечномерных распределений процессов  
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 и  
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  к предельному процессу  
[image: image334.wmf]S

. [47], [48], [49], [50], [51], [52], [53], [54], [55], [56].
Проведён статистический анализ обменных курсов в Республике Казахстан. В качестве  
[image: image335.wmf]1
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  взять  USD (доллар США), или  € (фунт стерлингов Англии), и RR (Российский  рубль), а в качестве  
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  – KZT (тенге Республики Казахстан). 

При обработке результатов выборки использовались следующие математические и статистические пакеты. Математический пакет MAPLE 13 (последняя версия), Статистический пакет SPSS For Windows 13 (последняя версия) и статистический пакет EasyFit  5.3 Professional.  
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